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Crecimiento econémico moderno

En los altimos 150 anos:

@ El crecimiento econémico de las economias avanzadas puede
describirse como un crecimiento exponencial.

o Existen enormes diferencias entre paises en cuanto a los ingresos por
persona entre paises.

@ Las diferencias de ingresos no son estables. De hecho, hay algunos
“milagros de crecimiento”.

o Los milagros de crecimiento se asocian con una rapida acumulacién de
capital.
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Corea, un milagro de crecimien
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Crecimiento econémico moderno

@ Para entender estos fenémenos, necesitamos una teoria.
@ Nuestra teoria se guiard por ciertos hechos de datos.

@ Estos hechos deben ser “universalmente” verdaderos, es decir,
relativamente estables a lo largo del tiempo.
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Hechos de Kaldor

Kaldor (1961) resumié seis hechos sobre los ingresos.
Consideraremos los primeros cinco:

© La produccién por trabajador crece a un ritmo constante a lo largo
del tiempo.

@ El capital por trabajador crece a un ritmo constante en el tiempo.

© La relacidn capital-produccién es constante en el tiempo.

© El capital tiene una tasa de rendimiento constante en el tiempo.

© La proporcién de ingresos que va al capital es constante en el tiempo.
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Hechos de Kaldor Il

Recientemente, Herrendorf et al. (2019) consideran estos hechos de
nuevo, incluyendo datos recientes:

@ En términos generales, los hechos de Kaldor siguen siendo vélidos.

@ Sin embargo, algunos momentos de datos muestran cierta variacién
temporal.

© Sin embargo, en este curso utilizaremos los hechos de Kaldor como
punto de referencia.

Felix Wellschmied (UC3M) 2024 6/90



to constante de la produccién por trabajador

A. GDP Per Worker, 1947 = 1 A. GDP Per Worker, 1950 =1
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@ Un crecimiento constante de la produccién por trabajador es una
buena aproximacion.

@ Sin embargo, observamos una desaceleracién después de 1970.
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Crecimiento constante del capital por trabajador

B. Capital Stock Per Worker, 1947 = 1 B. Capital Stock Per Worker, 1950 =1
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@ Un crecimiento constante del capital por trabajador es una buena
aproximacion.

@ Sin embargo, observamos una desaceleracion después de 1970.
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Una relacién capital-produccién constante

D. Capital-to-GDP Ratio D. Capital-to-GDP Ratio
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@ En Estados Unidos, el capital y la produccién crecen
aproximadamente al mismo ritmo.

@ En el Reino Unido, el capital crece mas rapido que la produccién.
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Retorno constante al capital
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@ Un rendimiento constante del capital es una buena aproximacion.

@ Desde la década de 2000, observamos cierta variaciéon temporal que
es diferente entre paises.
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Una participacion constante del capital en los ingresos
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@ En lugar de la participacién del capital, consideran que es mas facil
medir la participacién del trabajo.

@ La participacion laboral comenzé a caer en Estados Unidos durante la
década de 2000. Estaba cayendo en el Reino Unido entre los aiios 50
y 2000.
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Comprender el crecimiento
econdmico moderno
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Un primer intento de entender el crecimiento econémico

moderno

@ Solow (1956) presenta un marco sobre cémo entender el fenémeno
del crecimiento econémico moderno (factores Kaldor). Por ese
trabajo, gané el premio Nobel.

@ Es una modelo de economia cerrada donde la produccién tiene lugar
por el trabajo, el capital y la tecnologia.

@ Toma el crecimiento tecnoldgico como exdgeno y pone la
acumulacién de capital fisico en el centro del escenario.
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https://www.nobelprize.org/prizes/economic-sciences/1987/summary/
https://www.econtalk.org/robert-solow-on-growth-and-the-state-of-economics/

Cdomo se lleva a cabo la produccion
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El mundo real

@ En una economia moderna, la produccién tiene lugar principalmente
en empresas que a menudo son corporaciones multinacionales.

@ Estas empresas producen miles de bienes y servicios diferentes que
dependen de miles de importaciones y crean miles de exportaciones.

@ Para la produccién, emplean
e mano de obra de diferentes tipos (educacién, edad, sexo...)
e equipos, estructuras, carreteras, terrenos, materias primas...

@ Gran parte de la produccién también es realizada por el gobierno.

@ La mayor parte del intercambio de bienes y servicios, asi como de los
factores de la produccién, se lleva a cabo en miles de mercados.

@ Las personas toman decisiones sobre el consumo hoy frente al futuro.
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Abstracciones

El mundo es bastante complicado (mas que la Inglaterra medieval)
y tendremos que hacer simplificaciones para avanzar en su
comprension:

@ Asumimos una economia cerrada.
@ Nos abstenemos del gobierno y la tratamos como al sector privado.
@ Solo hay un bien de produccién.

@ La produccién se lleva a cabo a nivel de empresas que alquilan los
factores de produccién a los hogares.
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Abstracciones: mercados

Para entender como empresas y hogares interactuan, fijamos en los
datos de las cuentas nacionales:

@ La participacion en los beneficios del ingreso nacional es relativamente
pequefia, como 5%.

@ Esto sugiere que los mercados de productos y los mercados de los
factores de produccién son casi perfectamente competitivos.

Por lo tanto, los factores de produccion ganan sus productos
marginales
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https://fred.stlouisfed.org/series/W273RE1A156NBEA

Abstracciones: factores de produccidn

Para centrarnos en los factores de produccién correctos, nos fijamos
de nuevo en los cuentas nacionales:
@ Como hemos visto anteriormente, la compensacién laboral representa
aproximadamente 2/3 de la renta nacional, es decir, es importante, y
por ello incluimos el trabajo en el modelo.

o El segundo gran receptor de la renta nacional es el capital, el cual
también incluimos en el modelo. Tratamos la tierra como capital. Se
puede objetar que la tierra es finita. Sin embargo, los fertilizantes y
los edificios altos sugieren lo contrario.

@ Los recursos naturales son diferentes del capital porque son finitos.
Incluso para los Estados Unidos, un importante productor de petréleo,
los ingresos provenientes de los recursos naturales son relativamente
pequenos. Por lo tanto, los ignoraremos. También se pueden
interpretar como capital fisico, reconociendo que, hasta ahora, su

oferta no se ha agotado.
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Abstracciones: agregacién de los factores de produccién

Para hacer que el modelo sea manejable, asumimos que podemos
agregar trabajo y capital:
@ Agregamos el trabajo a través de ocupaciones y habilidades de los
trabajadores.

@ Agregamos el capital a través de todos los tipos de bienes de capital.
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Abstracciones: tecnologia

También asumimos una sola medida sobre qué tan bien usamos el

capital y el trabajo para producir produccién, es decir, tecnologia.

@ Esto puede estar relacionado con la organizacién de la empresa, por
ejemplo, el estilo de gestidn.

@ Esto puede estar relacionado con la logistica, por ejemplo, la entrega
justo a tiempo.

@ Esto puede relacionarse con nuevos productos que son mejores que el
producto anterior pero no mas caros de producir, por ejemplo, un
algoritmo informatico mas rapido.

@ De hecho, muchos de los productos que consumimos hoy en dia no
existian hace 50 afos.

@ Por lo tanto, pensaremos en las mejoras en A como nuevas ideas, o
mejores recetas.
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i Mas productos o nuevos productos?
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El tipo de productos que producimos hoy en dia se ve muy diferente del
tipo de productos que producimos en 1955.
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Abstracciones: La funcién de produccién agregada

Nuestros supuestos implican que las empresas operan una funcién de
produccién agregada que combina trabajo, L, capital, K, y el nivel de
tecnologia, A, en un solo bien: Y = F(K, L, A). Nuestro modelo debe ser
consistente con los hechos de Kaldor. Ahora usamos el hecho de las
participaciones de renta constante para averiguar como deberia ser F:

r(t)K(t) _

w(t)L(t) .
Y 1-a. (2)

Dado el supuesto de mercados competitivos, tenemos:

oY (t)

76K(t)K(t) =« (3)
Y(t) ’

aY(t)

M —1—-a (4)
Y(t) '
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Abstracciones: La funcién de produccién agregada Il

Esto se aplica, entre otras, a la funcién de produccién de Cobb-Douglas:
Y(t) = K(£)" (A(t)L(2))" ()

Tenga en cuenta que el lugar de A(t) en la funcién de produccién no es
particularmente importante:

Y(t) = K(6)* (A(D)L()" ™" = A(e)' K (6)*L(1)' ™ = E(t)K (1) L(1)* ™,
(6)

con E(t) = A(t)}~“. La forma en que lo he escrito arriba hard que las
matemadticas sean mds faciles.
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Abstracciones: La funcién de produccién agregada Il

Una propiedad clave de la funcién de produccién agregada son los
rendimientos marginales decrecientes de los factores de produccién:

Py(e)
02L(t)
) (o= Dak (0" 2 (AWLO) ™ <0 )

—a(l — a)K(D)*A(t)L(t) " < 0 (7)
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Abstracciones: Decisiones del hogar

@ Una de las preguntas mds importantes en la macroeconomia moderna
es cdmo los hogares compensan el consumo de hoy con el de mafiana.

@ El modelo de Solow se abstrae de esto y asume que los hogares
ahorran una fraccién constante de sus ingresos cada periodo.

Felix Wellschmied (UC3M)



Resolviendo el modelo
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Produccién vs. ingreso

Para conocer las decisiones de los hogares, necesitamos conocer sus
ingresos. Los precios de sus factores de produccién son:

w(t) = Gy = (1= K (P A L) 9)
(0= Grs) = oK AL (10)
(11)

Por lo tanto, como los hogares son propietarios de los factores de
produccién, el ingreso total del hogar es

F()K(t) + w(t)L(t) = Y(t). (12)

Esto sera conveniente, ya que no necesitamos distinguir entre la
produccién y los ingresos de los hogares. Es decir, los ahorros agregados
son simplemente S(t) = sY/(t).
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Acumulacién de capital

El modelo de Solow asume que cada periodo se deprecia una fraccién ¢ del
stock de capital. Trabajando en contra de esto, los hogares invierten

I(t) = S(t):
K(t) = S(t) — 0K(t) (13)
K(t) =sY(t) — dK(t) (14)
K(t) = sK(£)* (A(t)L(£))' ™" — 6K (t). (15)
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Dinamica de la poblacién y la tecnologia

El modelo de Solow asume que la poblacién y la tecnologia crecen a tasas
exdgenas. Para ser consistente con los hechos de Kaldor sobre la
productividad laboral, asume que crecen exponencialmente:

L(t) = L(0) exp(nt) = tg; =n (16)
A(t) = A(0) exp(gt) = j\‘g; g (17)
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Resumen de la economia

r(t)*K(t)+w(t)*L(t)=Y(t)

Empresa
Hogar Y=F(A(t),K(1),L ()

Lo =l A() = gA(®)
K(t) = 1(t) - S K(t)

K(t),L(t)
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Estado estacionario

Como antes, comenzaremos nuestro andlisis con el estado estacionario del
modelo. Para esto, necesitamos encontrar una variable que tenga un
estado estacionario. Resulta que, en el modelo de Solow, esta variable es
la razén capital-produccidn, que es consistente con una proporcién
constante en el tiempo segln los datos. Para encontrar el estado
estacionario, usamos la funcién de produccién para escribir:

o KO K
Y70 T K@ A o
l-a

= (woutm) ®
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Tasa de crecimiento de la razén capital-produccion

Como nos interesan sus dindmicas, escribimos esto en términos de su tasa
de crecimiento, usando que la derivada de una variable en logaritmos con
respecto al tiempo es la tasa de crecimiento de esa variable:

Inz(t) = (1 — a)InK(£) — (1 — a)(InL(£) + N A8))  (20)
;xz't):(l_a)m_(1—a)<“”+;‘8> (21)

z(t) L(t)
2(t) K(t)
Tﬂ:u_a)m—(l—a)(nJrg). (22)
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Tasa de crecimiento de la razén capital-produccién Il

Conjeturemos que existe un estado estacionario con z(t) = 0:

0-(1—a)(£§3> —(1-a)(n+g) (23)
K(t)\
<K(t)) =n+g. (24)

Si existe un estado estacionario donde la razén capital-produccién es
constante, el capital debe crecer a una tasa de n+ g.
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Reescribiendo la ecuacién de acumulacién de capital

Necesitamos encontrar una expresion para la tasa de crecimiento del stock
de capital:

K(t) = sK(t)" (A(£)L(£) 2 — 5K(1) (25)
Kt _ s _
Ko 2o ° (20)

Combinando las ecuaciones y evaluando en el estado estacionario:
s

()
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Resolviendo el estado estacionario

Nuestra variable, z*, depende solo de pardametros invariantes en el tiempo.
Por lo tanto, si existe un estado estacionario, lo hemos encontrado. Cabe
mencionar que adn no sabemos si K(t) y Y(t) son constantes en el estado
estacionario (no lo son), solo sabemos que su razén es constante.
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Razoén capital-produccién en el estado estacionario

K(t)\™ s
(t) = . (30)
Y(t) n+g+9
La razén capital-produccién en el estado estacionario es:
@ creciente en la tasa de ahorro.
@ decreciente en la tasa de depreciacién del capital.

@ decreciente en la tasa de crecimiento de la poblacién.

@ decreciente en la tasa de crecimiento tecnolégico.
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El estado estacionario graficamente

K(t)
2(t) = 35

Dos condiciones de estado estacionario:
K(t) s

K(t) _ﬁ_d (31)

(£23> =n+g (32)

Observa que existe un (nico estado estacionario con

K
%>0.
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Produccién per capita en el estado estacionario

Comencemos con la funcién de produccién:

v(r): K(e)® (A(OL(1)" (33)

= (i) oo &
V() = (’;Eg) A)L() (35)
Vo (sos )IQA(r)() (36)
T R L
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Produccién per capita en el estado estacionario |l

@) ) e

A diferencia del modelo Malthusiano, el modelo de Solow puede explicar
las diferencias de largo plazo en la renta per cépita:
@ Un mayor nivel tecnoldgico incrementa la produccién per capita. Sin
embargo, este es un proceso exdgeno, es decir, el modelo no nos
ayuda a comprender las diferencias entre paises.

@ La parte endégena que el modelo nos ayuda a entender son las
diferencias en las razones capital-produccién entre paises.
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Produccién per cépita en el estado estacionario |ll

(1) = (rtes) a0

Un pais es rico debido a una alta razén capital-produccién porque tiene

@ una alta tasa de ahorro.

@ una baja tasa de crecimiento de la poblacién o tasa de depreciacién
del capital.
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Estdtica comparativa: Un aumento en la tasa de ahorro

Consideremos un aumento en la tasa de ahorro. En el estado estacionario,

graficamente, para cualquier nivel de % % = ﬁ — ¢ aumenta. El

) . , . , K()\*
nuevo estado estacionario estd asociado con un valor mas alto de (%)

a

, —a
y, por lo tanto, con un valor mas alto de y(t)* = (m) A(t).
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Estdtica comparativa: Un aumento en la tasa de
crecimiento de la poblacién

J30)
Y

Consideremos un aumento en la tasa de crecimiento de la poblacién. En el
K(t

estado estacionario, graficamente, para cualquier nivel de YEt;’ n+g

aumenta. El nuevo estado estacionario estd asociado con un valor mas

bajo de (%) y, por lo tanto, con un valor mas bajo de

V() = (i) AC)
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Consumo per capita en el estado estacionario

Una vez que conocemos la produccién (per capita), calcular el consumo es
sencillo, ya que es solo una fraccién constante de la produccién:

C(t) = (1-s)Y(t) (40)

Por lo tanto, el consumo por trabajador en el estado estacionario es

(C9Y —a9 (o) e (a1)
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Capital per capita en el estado estacionario

Comenzamos con la razén capital-producto en el estado estacionario

<58>*:n+;+5 (42)

y sustituimos en la funcién de produccién:

K(t) ’ s K\ s
- = - = A(t)
K(t)> (A(t)L(t)) ™ n+g+d0 \ L)« ntgto
Por lo tanto, en el estado estacionario:

(1) = Goges) "m0
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El precio de alquiler del capital en el estado estacionario

El precio de alquiler del capital viene dado por

_oy(t) o e @
()= Gy = KO ALY ™ = ) (45)
. o _ nt+g+9
= ) —alTER (46)
Y (t)

que es constante a largo plazo. Por lo tanto, el modelo de Solow es
coherente con el hecho de Kaldor sobre la constancia de los rendimientos
del capital.
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Salarios en el estado estacionario

El salario viene dado por

() = S = (1= A (7 ck ) (a7)
w(t) = (1 — a)A(t) ’f((f))) (48)
w(t) = (1— a)A() (Kgg) o (49)
w(t)" = (1 — a)A(t) (n+2+5>1_a (50)

que crece a la tasa g en el estado estacionario. Kaldor no estudié los
salarios, pero este hecho también se confirma en los datos.
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Participacién de los factores en el estado estacionario

Las participaciones del ingreso que van al capital y al trabajo,
respectivamente, son:

r(t)K(t) _ ey l-a

T2 = ek (AL©) ™ = a¥ (1 (51)
W(t)L(t) _ o l—a _

) = - K ALY = (- a)Y(). (52

Es decir, el capital obtiene « de la produccién y el trabajo obtiene 1 — « de
la produccién. Por lo tanto, el modelo de Solow también es coherente con
los hechos de Kaldor sobre las participaciones constantes de los factores.
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Crecimiento del capital en el estado estacionario

En el estado estacionario, por definicidn, la razén capital-produccién es
constante. Sin embargo, esto no significa que el capital o el capital por
trabajador sean constantes. De hecho, ya sabemos que:

2(t) K
ﬁ_(1_a)7—(1—a)(n+g) (53)

(ggg) =n+g (54)

k(t)\
(k(t)) g (55)
Es decir, en el estado estacionario, el capital per capita crece a la tasa de

progreso tecnolégico. Una tasa de crecimiento constante del capital per
capita es uno de los hechos estilizados de Kaldor.
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Intuicién: jPor qué crece el capital en el estado

estacionario?

Dada nuestra funcién de produccién, la razén capital-produccién es
proporcional al producto marginal del capital:

K(t) K(t) «

V(0 ~ K(0 (A(DL()" " PMK(®) (36)

Como PMK(t) mide la productividad del capital, esta relacién nos permite
comprender mejor la intuicién econédmica del modelo.
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Intuicién: jPor qué crece el capital en el estado

estacionario 11?7

De la ecuacién de acumulacién de capital:

K(t) _sY(t) s
K(t)_K(t)_é_cgg_é (57)
- gPMK(t) — 6 (58)

Dado que la tecnologia y la mano de obra estdn creciendo, ceteris paribus,
el producto marginal del capital estd aumentando. Un mayor producto
marginal impulsa la inversién por unidad de capital por encima de la tasa
de depreciacién de ese capital (0), lo que lleva a un crecimiento adicional
del capital. Este crecimiento adicional del capital reduce nuevamente su
producto marginal, lo que conduce a un producto marginal constante en el

estado estacionario: PMK* = (Kf;‘))* = a"+§+5.

Y(t)
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Crecimiento de la produccién en el estado estacionario

La tasa de crecimiento de la produccién es

Y() a zt) At)  L(t)

Y() ~1—az) T AW® T L (59)
Y\

(Y(t)) =n+g (60)
y(®)\" _

<y(t)) =g. (61)

Por lo tanto, la produccién per capita en el estado estacionario también
crece a la tasa de progreso tecnolégico, otro hecho de Kaldor.
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Intuicién: jPor qué crece la produccién en el estado

estacionario?

Escribiendo la funcién de produccién en términos de tasas de crecimiento,
tenemos

Y(t) = K(£)* (L(1)A(t)) ™ (62)
Y(t)  K(t) L(t)  A()

La ecuacién podria sugerir que la produccién deberia crecer a una tasa de
(1—-a)(n+g) < n+ g. Como tenemos rendimientos decrecientes, un
aumento en L(t) o A(t) incrementa la produccién por menos de una
unidad. Sin embargo, el capital también crece endégenamente a n+ g.
Junto con rendimientos constantes a escala, obtenemos una tasa de
crecimiento de la produccién de n+ g.
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Crecimiento del consumo en el estado estacionario

Finalmente, para el consumo,

C(t) = (1—s)Y(t) (64)
¢\

<C(t)> =n+g (65)
e(t)\"

<c(t)> =g. (66)

Por lo tanto, el consumo per capita en el estado estacionario también
crece a la tasa de progreso tecnolégico. Un estado estacionario en el que
todas las variables endégenas crecen a la misma tasa se denomina
trayectoria de crecimiento balanceado.
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ué sucede fuera del estado estacionario?

Por lo tanto, tenemos un modelo que es consistente con los hechos de
Kaldor una vez que la economia estad en estado estacionario. Sin embargo,
también nos interesa entender cdmo se comporta la economia fuera del
estado estacionario:
@ Todavia tenemos que demostrar que el estado estacionario existe y, si
existe, si la economia converge a su estado estacionario.

@ Permite estudiar cémo la economia se mueve de un estado
estacionario a otro si los parametros cambian.

@ De hecho, veremos que las dindmicas fuera del estado estacionario
nos permiten entender los milagros de crecimiento.
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i Convergemos al estado estacionario?

Cuando z(t) < z*, % = ﬁ — 0> n+ g,y por lo tanto, la relacién

capital-producto esta creciendo:

K(1)

——~=1-a)—F—=~—(1- . 67
(1= )y~ (1= 0)ln+8) (67)
Por lo tanto, convergemos al estado estacionario desde cualquier punto de
partida z(0) > 0.
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Intuicidn para la convergencia al estado estacionario

— MPK(t)

- — MPK*

(kW)
(+)

— 20

MPK(t)

Cuando z(t) < z*, el producto marginal del capital es mayor que en el
estado estacionario. A altos niveles de la relacidn capital-producto, ocurre
lo contrario.
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Intuicién para la convergencia al estado estacionario |l

A bajos niveles de la relacién capital-producto, el producto marginal del
capital es alto y, por lo tanto, la rentabilidad neta por unidad de inversién
es mayor que la tasa de crecimiento del producto en estado estacionario
(n+ g), lo que conduce a un aumento en la relacién capital-producto:

s .
—PMK(t) —0 > n+ g si z(t) < z*. (68)
o
A altos niveles de la relacién capital-producto, el producto marginal del
capital es bajo y, por lo tanto, la rentabilidad neta por unidad de inversién

es menor que la tasa de crecimiento del producto en estado estacionario
(n+ g), lo que conduce a una disminucién en la relacién capital-producto:

2PI\/IK(t) —5<n+gsiz(t)> 2. (69)
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Convergencia al estado estacionario

Veremos que podemos resolver el camino de convergencia explicitamente
en términos de la relacién capital-producto:

K(t) s K(0) s
_ _ B ), ,
Y(t) nt+g+9d [Y(o) i P8 (70)
N~
K@) s

° converge a cero a la tasa f = (1 —a)(n+ g + 9).

Y(t) n+g+6
@ En palabras: La brecha absoluta entre la relacién capital-producto y
su estado estacionario desaparece a la tasa 5.
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Forma de la convergencia

Para entender mejor la forma de la convergencia, combinemos la dindmica
de z(t) sin imponer un estado estacionario:

2(t) (= 5) (1 a)n
A=y 0) - ()
Ht) s(l—a)

0 2 P (72)

Observa que la tasa de crecimiento es 0 si z(t) = z*. Es una

S —
./ . n+g+é
funcién decreciente y convexa en z(t), y

z(t)
z(t) =0 z(.t)
z(t) — oo jgg — —p.
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Crecimiento de z(t) graficamente

0.05 — 0 _ g
0.04
0.03

0.02

001

0.02
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Transicidon después de un cambio de politica

Consideremos un aumento en la tasa de ahorro o una disminucién en la
tasa de crecimiento de la poblacién. Hemos visto que estos no cambian la
tasa de crecimiento del producto por trabajador en el estado estacionario.
Sin embargo, aumentan su tasa de crecimiento temporalmente durante la
fase de transicién. Para ver esto, nota lo siguiente:

y(t) = z(t) e A(t) (73)

) o s)
() T-azn) € ("4)

Durante la transicién, % = ﬁ — 0 > n+ gy, por lo tanto, la relacién

capital-producto estd aumentando.

Felix Wellschmied (UC3M) 2024 61 /90



Calculo de la tasa de crecimiento durante la transicidn

J(t) (1)
y(6) " T-az()

+g (75)

Cualitativamente, ya sabemos que % serd mas alta directamente después
del cambio de politica y convergerd a cero a medida que la economia se
acerque a su estado estacionario. Sin embargo, también podemos calcular
los valores exactos. Recordemos:

2t) g — ) (n
S = Ga) g e (nte ) (76)
2(t) = ﬁ + |2(0) - ﬁ exp(—ft) (77)
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Calculo de la tasa de crecimiento durante la transicidn |l

Combinando términos:

y(t)
yio 8T TS :
y gt [z(O) - HM} exp(—Gt)

~—

S

—(n+g+0)| (78)

Dividiendo numerador y denominador por z* se obtiene:

/(t 5
) g orer
1+ [Zz—* - 1] exp(—pt)

Ol —(n+g+9) (79)
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Calculo de la tasa de crecimiento durante la transicidn |l

/(t +g+9d
) _ o ia ST —(n+g+d)|  (80)
(t) 1+ [% - 1] exp(—ft)
e Cuando se comienza en el estado estacionario: z(0) = z*, )}:8 =g.
e Para cualquier z(0), a medida que pasa el tiempo, exp(—f5t) — 0y
VG RN
y(t) '

, " 0
@ Dado un t, cuanto mas pequefo es zz(*), mayor es la tasa de
crecimiento.
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Graficos del crecimiento de la produccién por trabajador

fuera del estado estacionario
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Inicialmente, la economia acumula capital rapidamente y la produccién por
trabajador estd creciendo rdpidamente: % = ﬁ% +g.

A medida que la acumulacién de capital se desacelera, también lo hace el
crecimiento de la produccién por trabajador. Cabe sefialar que, en el
modelo de Solow, una tasa de crecimiento diferente a la tasa de
crecimiento (exdgena) g solo puede resultar de un cambio en la relacién

capital-produccién.
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Introduccidn del capital humano
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Por qué el capital humano

Hasta ahora, asumimos que todos los trabajadores son igualmente
productivos a través del tiempo y los paises. Sin embargo

@ el ndmero promedio de afnos de escolaridad varia sustancialmente
dentro de un pais a lo largo del tiempo y entre paises.

@ la calidad de la escolarizacién varia sustancialmente dentro de un pais
a lo largo del tiempo y entre paises.

@ dentro de un pais en un momento dado, las diferencias de ingresos

entre los grupos de educacién son grandes, lo que sugiere que la
educacién es importante para la productividad.
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Produccion

Para introducir el capital humano, hacemos un pequefio cambio en la
funcién de produccion:

Y(t) = K(1)* (A()H(1))" (81)
H(t) = exp(y u)L(t), (82)

donde L(t) es la cantidad de trabajo, y H(t) es la cantidad de capital
humano total. El capital humano total no solo depende de la cantidad de
mano de obra sino también del tiempo invertido en educacién, w.
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Calidad del aprendizaje

Tenga en cuenta que

OIE) — pexplus )L () = wH(2) (53)
8In6IZ(t) _ . (84)

Es decir, un cambio en u se traduce en v por ciento mas de capital

humano. Una forma de interpretar v es pensar en la calidad del sistema
educativo durante un tiempo fijo en él.
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Estado estacionario

Nuevamente, la razén capital-producto tiene un estado estacionario. Para
encontrarlo, utilizamos nuevamente la funcién de produccién para escribir:

LKW _ K

TV T K )
K(t) l-a

~(won) o)
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Tasa de crecimiento de la razén capital-producto

Como antes, derivamos nuevamente su tasa de crecimiento:
Inz(t) = (1 —a)InK(t) — (1 —a)(In H(t) + In A(t)) (87)
:>Z.(t)_(1—a)K(t)—(1—a)(H(t)+A(t)> (88)

z(t) K(t) H(t) = At
A —(-a)g) o)+ g) (49)
(ﬁgg) —n+tg (90)

porque % y u son constantes y, por lo tanto, % = %
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Reescribiendo la ecuacién de acumulacién de capital

Nuevamente, necesitamos encontrar una expresion para la tasa de
crecimiento del stock de capital

K(t) = sK(£)* (A()H(£))1~* — 6K(t) (91)
K(t) _ s
K@) =20 ° (92)

Combinando las ecuaciones y evaluando en el estado estacionario

S
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Resolviendo para el estado estacionario

La ecuacién es la misma que en el modelo sin educacidn vy, por lo tanto, la
razén capital-producto en el estado estacionario es la misma:

Felix Wellschmied (UC3M)



Producto per cdpita en el estado estacionario

Por lo tanto, el producto por trabajador en el estado estacionario es:

Y(£) = K(0)° (A(D)H(£)'™ (95)
k= (T ammo) (%6)
v = (30 A (97)
V@ = (5 os) T AwH( (98)
= (1) = (o5 T A enli ). (99

El producto per cdpita aumenta con la cantidad de educacién. Una fuerza
laboral mas educada es mas productiva y, por lo tanto, permite que cada
trabajador produzca mas.
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Capital per capita en el estado estacionario

El producto aumenta uno a uno con exp(psi, u). La razén es que el capital
(per cépita) también aumenta en exp(psi, u):

K\ s
<Y(t)> n+g+6 (100)
y sustituimos en la funcién de produccién:
K(t) >* _ s Lot
( K(t)* (A(t)H(t)) n+g+o (101)
(1)t B s Lw -
( L(t)- a> = mA(t) exp(t, u) (102)
Por lo tanto, en el estado estacionario:
K(t)\" _ s =
<I_(t)> - (,,+g+5> A(t) exp(1), u). (103)

La educacién hace que el capital sea mas productivo, lo que conduce a una
mayor razén capital por trabajador.
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Crecimiento en el estado estacionario

Podemos preguntarnos nuevamente sobre la tasa de crecimiento en el
estado estacionario. Como se supone que la educacién es constante,
realmente nada cambia:

;3:(1—a)£53—(1—a)(n+g) (104)
KEg) —ntg (105)

ko))
— ] =g (106)
( (t)>
Es decir, el capital per cépita (y el producto/consumo per cépita) crece a
la tasa de progreso tecnoldgico.
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Dinamicas de transicion

Ya hemos visto que los cambios en las tasas de crecimiento de la poblacién
y en las tasas de ahorro pueden generar dindmicas de transicién complejas
para el producto por trabajador. Ahora también podemos analizar los
cambios en la educacién. En general, el producto por trabajador es:

< Y(t ) A(t)L(t) exp(v, u) (107)

v = YO - (KN agepwa. o)

Dado que las variables de educacién son constantes, la tasa de crecimiento
del producto por trabajador es nuevamente

J(H) _ o )
y(0) T 1-az)

+g (109)

Felix Wellschmied (UC3M) 2024 77 /90



Dinamicas de transicion |l

Como hemos visto antes, la ecuacién dindmica para la razdn
capital-producto es la misma. Por lo tanto, su solucién también es la
misma:

S

m + exp(—,é’t), (110)

z(t) = z(0) —

s
n+g+4o
la cual es nuevamente independiente de las variables de educacién. Por lo
tanto, uno podria pensar que los cambios en las variables de educacién no
implican dindmicas de transicién, es decir, que la economia salta
directamente a su nuevo estado estacionario.
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Dinamicas de transicion |

Esta conclusién es incorrecta. Como hemos visto, aumentar el tiempo
dedicado a la educacién, u, o la calidad de la educacién, 1, en un periodo
t = 0 aumenta el producto en el periodo 0:

Y(0) = K(0)* (A(0)L(0) exp(, u))* . (111)
Por lo tanto, en el periodo 0, la razén capital-producto cae, y
z(0) < z* = n+;+5. Como resultado, la razén capital-producto crecerd

con el tiempo hasta volver a su estado estacionario:

s
=+
n+g+4é

(1) 2(0) - ep(—B1),  (112)

s
n+g+4é
lo que implica que el producto por trabajador crecera mas rapido que en el
estado estacionario:

y(t) a  z(t)

v 1—azn ¥ (113)
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Dinamicas de transicidon: intuicidon

Un aumento en la educacién incrementa el producto marginal del capital:

PMK(t) = aK ()L (A(t)H(t))*® (114)
- % (115)
Y(t)

Como antes, cuando el producto marginal del capital es mayor que en el
estado estacionario, el rendimiento neto por unidad de inversién por
capital, 2PMK(t) — 0, es mayor que la tasa de crecimiento del producto
en el estado estacionario, (n+ g), lo que conduce a un aumento en la
razén capital-producto.
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Dinamicas de transicidon: una evaluacidon critica

Un punto critico en el analisis anterior es que el producto responde en el
periodo 0:

¥/(0) = K(0)* (A(0)L(0) exp(), u))' ™, (116)
pero el capital evoluciona lentamente:
K(t) = sK(t)* (A(t)H(t)) ™ — 6K (t) (117)

lo que lleva a una caida inicial en la razén capital-producto. Sin embargo,
es poco probable que el capital humano salte instantdneamente a su nuevo
nivel con la reforma, ya que educar a la fuerza laboral toma tiempo. Mas
adelante veremos un modelo donde el capital humano también necesita
construirse con el tiempo.
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i Cuanto debemos ahorrar?
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i Cuanto deberiamos ahorrar?

Hasta ahora, tomamos la tasa de ahorro como dada. Uno podria
preguntarse si existe una tasa de ahorro 6ptima. Una posibilidad para
definir "6ptima” es la tasa de ahorro que maximiza el consumo por

trabajador a largo plazo:

((L:((:)))* =(1-5) (\L/((:))y =(1-5) (@) o A(t) exp(t, u)
(118)

La tasa de ahorro resultante se conoce como la regla de oro sgoyq.
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La regla de oro

Tomando la condicién de primer orden, obtenemos

SGold = .. (119)

Intuicién: Cuanto mds importante es el capital en la funcién de
produccién, mas deberiamos ahorrar.
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La economia detrds de la regla de oro

Recordemos que en el estado estacionario, el producto marginal del capital
es

n+g+9é
—

PMK* = o (120)

Una mayor tasa de ahorro conduce a mas capital en el estado estacionario
y, por lo tanto, a un producto marginal menor. En la regla de oro,

PMK* — 6 =n+g. (121)

La ganancia marginal neta de una unidad adicional de capital debe igualar
sus “costos marginales” (el ahorro marginal requerido para mantener
constante la razén capital-producto en el estado estacionario).
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i Estamos ahorrando lo suficiente?

Para evaluar si Espafa tiene una tasa de ahorro consistente con la regla de
oro, considere los siguientes datos

@ El coeficiente de produccién de capital es 2.75: k = 2.75y.

© La depreciacién del capital es del 10 por ciento de la produccién
anual: 6k =0.1y.

© La participacidn del capital en los ingresos es 30%

@ El crecimiento de la produccién es 3%.
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i Estamos ahorrando lo suficiente? Il

La combinacién de 1 y 2 nos dice que la tasa de depreciacién es 3.6%.

Segun nuestro modelo, 3 implica PMK*k = 0.3y. Combinando con 1
tenemos PMK = 0.11.

Segun nuestro modelo, 4 implica n+ g = 0.03.

Por lo tanto, PMK > n+ g + 6, es decir, ahorramos a poco.
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i Podemos racionalizar un PMK alto?

Podemos sacar dos posibles conclusiones de un alto PMK:

@ O bien necesitamos cambiar los incentivos de ahorro. La reforma del
sistema de pensiones es un aspecto que los economistas han
defendido.

@ O optimizar el consumo a largo plazo por trabajador no es éptimo. Si
descontamos el consumo futuro en relacidn con el consumo actual, la
regla de oro no es éptima. Se necesitaria una tasa de descuento anual
de mas del 4% para explicar los altos rendimientos de capital.
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Volviendo a nuestras tres grandes preguntas

@ ;Por qué somos tan ricos y ellos tan pobres?

o Diferentes tasas de ahorro, tasas de crecimiento de la poblacién, niveles
de educacidn y niveles de tecnologia.

@ ;Por qué hay milagros de crecimiento?
e Riapida acumulacién de capital fisico.

© ;Cudles son los motores del crecimiento econémico a largo plazo?
e Progreso tecnolégico.
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